
گروه آزمایشى علوم تجربى ـ پایۀ دوازدهم 
آزمون  جامع شبیه ساز امتحانات نهایى ماز ـ شب امتحان 

حق چاپ و تکثیر سؤالات به هر روش (الکترونیکى و...) پس از برگزارى آزمون براى تمامى اشخاص حقیقى و حقوقى تنها با مجوز «گروه ماز» مجاز مى باشد و با متخلفین برابر مقررات رفتار مى شود.

به دلیل عدم رضایت تیم ماز، هرگونه استفادة غیرقانونى از دفترچه سؤالات و پاسخنامه ماز براى تمامى اشخاص، شرعاً حرام است.

سال تحصیلى1404-1403

دفترچه سؤال

120 دقیقه2ریاضى
زمان پاسخگویىتعداد صفحهدرس

براى شباهت حداکثرى به امتحانات نهایى، صفحه آرایى، فونت و حتى اندازة متن در تمامى آزمون هاى تشریحى ماز، کاملاً یکسان با
 استاندارد امتحانات نهایى در نظر گرفته مى شود.

تسلط بر کل کتاب

شنبه
1404/03/10
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استراتژی و هدف گذاری در آزمون  شبیه ساز نهایی ماز

اى در امتحان تشریحى و 20 گرفتن تبدیل به یک دانش آموز حرفه 

نوشتن در حد یک مصحّحِ آموزش و پرورش تسلط بر نحوة تشریحى 

تمام اشتباهات احتمالى در امتحان نهایى رو قبل از امتحان نهایى تجربه کنید

بودجه بندی  این آزمون
ریاضی ٣

کل کتاب

١١ مرحله آزمون شبیه ساز و پیش بینی نهایی برای ١١ درس امتحان نهایی
تصحیح فوری آزمون شب امتحان به سبک آموزش و پرورش

جزوۀ دوپینگ فوری شب امتحان + راهنمای کامل تشریحی نویسی ویژۀ هر درس

اگه قصد دارید خیلی زود به نمرۀ ٢٠ برسید، دورۀ «زود٢٠» برای شماست!

هدیه ویژه: بستۀ کتاب های ٢٠شو در اپلیکیشن دیجی ماز 

دوپینگ فوری برای شب امتحان
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گروه آزمایشى علوم تجربى ـ پایۀ دوازدهم 

آزمون هاى شبیه ساز امتحانات نهایى ماز ـ شب امتحان

حق چاپ و تکثیر سؤالات به هر روش (الکترونیکى و...) پس از برگزارى آزمون براى تمامى اشخاص حقیقى و حقوقى تنها با مجوز «گروه ماز» مجاز مى باشد و با متخلفین برابر مقررات رفتار مى شود.

به دلیل عدم رضایت تیم ماز، هرگونه استفادة غیرقانونى از دفترچه سؤالات و پاسخنامه ماز براى تمامى اشخاص، شرعاً حرام است.

پاسخبرگ ریاضى 3 

سال تحصیلى1404-1403

براى شباهت حداکثرى به امتحانات نهایى، صفحه آرایى، فونت و حتى اندازة متن در تمامى آزمون هاى تشریحى ماز، کاملاً یکسان با
 استاندارد امتحانات نهایى در نظر گرفته مى شود.

تسلط بر کل کتاب

شنبه
1404/03/10



نکات مهم برای گرفتن نمرۀ کامل!

دقت کنید که نوشته هایتان خوانا و مرتب باشند. این کار نه تنها به فهم بهتر مطالب توسط مصحّح کمک 
مى کند، بلکه نظم و دقت شما را نیز نشان مى دهد. 

تلاش کنید پاسخ هایتان را با عبارات و اصطلاحات موجود در کتاب درسى هماهنگ کنید. این کار باعث 
مى شود مصحّح ببیند که به متن درسى تسلط دارید و مستقیماً از منابع درسى استفاده کرده اید. 

به هیچ وجه از حاشیه پردازى و نوشتن مطالب اضافى که در سؤال مطرح نشده است، خوددارى کنید. 
فقط به پاسخ مستقیم سؤال بپردازید و از اضافه کردن اطلاعات غیرضرورى پرهیز کنید.

در مسائل محاسباتى، تنها جواب نهایى کافى نیست؛ شما باید مراحل کامل حل سؤال را به طور واضح و 
دقیق بنویسید. فرمول ها، مراحل محاسبه و دلایل انتخاب راه حل ها را حتماً ذکر کنید تا نشان دهید که 

روش حل مسئله را به خوبى متوجه شده اید. 

در دروسى که نیاز به محاسبات دارند، فراموش نکنید که علاوه بر نوشتن جواب نهایى، یکاهاى مربوط 
به هر کمیت را هم درج کنید. یکاى صحیح مى تواند نشان دهد که شما به جزئیات دقت کرده اید و درك 

صحیحى از مفهوم سؤال دارید.

خوش خط و خوانا بنویسید: ١

استفاده از کلمات و جملات مشابه کتاب درسی:  ٢

از نوشتن مطلب اضافی خودداری کنید:  ٣

نوشتن فرمول ها و مراحل کامل حل سؤال:  ٤

نوشتن یکاها و جواب نهایی:  ٥
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آزمون  جامع شبیه ساز امتحانات نهایى ماز ـ شب امتحان 

حق چاپ و تکثیر سؤالات به هر روش (الکترونیکى و...) پس از برگزارى آزمون براى تمامى اشخاص حقیقى و حقوقى تنها با مجوز «گروه ماز» مجاز مى باشد و با متخلفین برابر مقررات رفتار مى شود.

به دلیل عدم رضایت تیم ماز، هرگونه استفادة غیرقانونى از دفترچه سؤالات و پاسخنامه ماز براى تمامى اشخاص، شرعاً حرام است.

دفترچه پاسخ
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براى شباهت حداکثرى به امتحانات نهایى، صفحه آرایى، فونت و حتى اندازة متن در تمامى آزمون هاى تشریحى ماز، کاملاً یکسان با
 استاندارد امتحانات نهایى در نظر گرفته مى شود.

ریاضى

ویراستارىمسئول درسدرس

ارسلان حسنوند ـ حمیدرضا ولى پورمحدثه شیخعلى ـ سید جواد نظرى
نرجس تیمناك

تسلط بر کل کتاب
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راهنمای پاسخنامه برای بچه های مازی!

مصحح شو:

بررسی دقیق تر:

نقشه نهایی:

٢٠ شو:

نکتۀ طلایی:

پاسخ دقیق سؤال این جا میاد و اسمش روشه: «مصحّح شو»، می خواد شما رو به یه مصحّح حرفه اي و 
دقیق تبدیل کنه که بدونین موقع ارزیابی جواب هاتون باید حواستون به چی باشه تا توي آزمون هاي 
بعدي دقیق تر عمل کنین. اگه جواب یه سؤال رو بشه به شکل هاي مختلف بیان کرد، اون هم، این جا 

بهتون گفتیم.

اگه پاسخ کوتاه به سؤال کافی نباشه تا ببینین چطوري باید به جواب برسین، توي این بخش با بررسی 
دقیق ترِ جواب، سؤال رو براتون توضیح دادیم.

امتحان نهایی قوانین و قواعد خاص خودش رو داره؛ شما باید بدونین تیپ هاي رایج سؤال هاي امتحان 
نهایی چیه و باید چطوري بهش جواب بدین. این کادر، مشاورة حرفه اي ماست به شما تا فوت و فن هاي 

امتحان نهایی رو یاد بگیرین.

توي «20 شو»، مبحث هر سؤال رو براتون مرور یا جمع بندي کردیم؛ «20 شو» و درسنامه هاش دقیقاً 
فاصلۀ بین نمرة خوب و نمرة 20 رو براتون پر می کنه.

باز هم اگه نکتۀ مهم و مفیدي بود، توي این کادر  با وجود «20 شو»، که کلی درسنامۀ مفصل داره، 
براتون آوردیم.

ّ

١١ مرحله آزمون شبیه ساز و پیش بینی نهایی برای ١١ درس امتحان نهایی
تصحیح فوری آزمون شب امتحان به سبک آموزش و پرورش

جزوۀ دوپینگ فوری شب امتحان + راهنمای کامل تشریحی نویسی ویژۀ هر درس

اگه قصد دارید خیلی زود به نمرۀ ٢٠ برسید، دورۀ «زود٢٠» برای شماست!

هدیه ویژه: بستۀ کتاب های ٢٠شو در اپلیکیشن دیجی ماز 

دوپینگ فوری برای شب امتحان



 

1 
 

تجربی علوم                                     رشته: 3ریاضی  راهنمای تصحیح آزمون نهایی درس:     

دقیقه  201مدت زمان:    1404/ 03/ 10        تاریخ آزمون:      ساعت شروع:   وازدهم د – دوره دوم متوسطه      

امتحان نهایی ساز آزمون شبیه گروه آموزشی ماز   

 ردیف  راهنمای تصحیح  نمره

0.75 

 مصحّح شو: 
 (25/0)الف( نادرست 

توان دریافت که اگر  با توجه به دایره مثلثاتی مقابل می

   

3
2

2
sinباشد،    tan   .است 

 )خب! بار منفی تانژانت بیشتره(

 

 

x                                                                                                       (25/0)ب( نادرست  x+ =  = −1 0 1 

p(x) x x p( ) ( ) ( )= + −  − = − + − − = − + − = −3 2 3 24 3 1 1 4 1 3 1 1 4 3 1 2 

 : بیشتر یادگیری 

ax)ای درجه اول بر دو جمله   f(x)ای  در تقسیم چندجمله  b),a+ 0مانده تقسیم برابر ، باقی
b

f ( )
a

است. در نتیجه اگر   −
b

f ( )
a

− = باشد    0

ax)بر   f(x)به این معنی است که   b)+  پذیر است. بخش 

 (25/0)( درست ج

fدامنۀ تابع   (x) x= )صورت  ، به2− , ]− انتهای بازۀ تعریف تابع، جزء نقاط بحرانیاست و می  2 ابتدا و  اند،  دانیم که نقاط 

xبنابراین  =  است. شکلش رو هم ببین:   f، نقطه بحرانی تابع  2

 

 

1 

1 

 مصحّح شو: 
 (25/0) 52الف( 

( )

( )

x

A (g of ) ( ) (f og)( ) f g( )

g(x) x g( ) ( )

A f g( ) f ( )

− − − −

=

− −

= = =

= − ⎯⎯⎯→ = − =

= =

1 1 1 1

22

1 1

2 2 2

2 1 2 2 4 1 7

2 7

 

fپذیر باشد و  وارون  fدانیم که اگر تابع می ( )−  =1  باشد، در این صورتf ( ) =  :است. پس 

f ( ) A f (A)

f (x) x A A A

− =  =

= −  − =  − =  =

1 7 7

3 3 7 3 49 52
 

]ب(  , )+1 (25/0) 

 

2 

x

y

2

cos

sin

3
2

sin
tan

2

tan


0



 

2 
 

fابتدا نمودار تابع    (x) x=  کنیم:  را رسم می 1−

 

 

]ازهدر آن اکیداً صعودی است ب fای که تابع ترین بازه، بزرگفوقبا توجه به شکل  , )+1  .است 

 (25/0)( ناسازگار د         (25/0)( سهمی ج
 

0.75 

 مصحّح شو: 

yبرای رسم نمودار   f ( x)= −
1

2
2

 دهیم: مراحل زیر را انجام می 

 افقی(.  ضکنیم )انقبا ، طول تمامی نقاط را نصف میf( ابتدا در نمودار تابع  1

 )انقباض عمودی(.کنیم ( سپس در نمودار حاصل شده، عرض تمامی نقاط را نصف می2

 کنیم. ها قرینه میx( در نهایت نمودار حاصل شده را نسبت به محور 3

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

3 

1 

 مصحّح شو: 

   

)

f g

go

( / ) ( / )

(

f f g

x

/

f (x) x D [ , ) , g(x) x D [ , )

D x D f (x) D x x

x x x x


= − −  = + = + −  = − +

=   =  − −  −

− −  −  −    −  ⎯⎯⎯→  

0 25 2

2

0 5

0 25

1 2 2 3 1 3

21 2 3

1 2 3 2 4 0 2 16 2 18

 

 در نتیجه:  gof )D (, /= 1 08 252 

 

4 

x

y

11-

1
f (x) x= −1

x

y

2-

2-

2

4- 2 4

4

نصف کردن طول نقاط
x

y

2-

2-
2

2

4

1- 1

f(x)
f ( x)2

( / )0 25

ها نصف کردن عرض
x

y

2-
2

2
1- 1
1-

هاxقرینه نسبت به محور 
x

y

2- 2
1-

1

1-
2-

f ( x)
1

2
2 f ( x)−

1
2

2

( / )0 25( / )0 25

1 1



 

3 
 

 دامنه توابع مرکب:  

   fog g f gof f gD x D g(x) D , D x D f (x) D=   =   

1 

 مصحّح شو: 

f ff (x) x x x ; D R= − + + = =3 23 3 3 

 کنیم:  صورت زیر بازنویسی میابتدا ضابطه تابع را به

(x )

y x x x x x x y (x )

−

= − + + + − = − + − +  = − +

3

3 2 3 2 3

1

3 3 3 1 1 3 3 1 4 1 4 

y              الف( (x ) y x− = −  − = −3 34 1 4 1             

( / )

ff
x y f (x) x , D R−

− = − +  = − + = =1

0 5

3 1 34 1 4 1 

yب( برای رسم تابع (x )= − +31 y، ابتدا تابع 4 x= ها به xواحد در راستای محور    1کنیم، سپس آن رابه اندازه  را رسم می3

 کنیم: ها به سمت بالا منتقل میyواحد و در راستای محور  4کنیم و در نهایت حاصل را به اندازه سمت راست منتقل می

 

 

 

 

 (25/0)رسم شکل 

yتابع رسم شده با توجه به نمودار  (x )= − +31  (25/0)اکیداً صعودی است.  اشدر کل دامنه 4

 راهنمای مصحح  

 . گیردآموز از کلمه »صعودی« استفاده کند، نمره تعلق می دانش در صورتی که 

 یادگیری بیشتر  

y، در معادله  fیک مانند بهدست آوردن ضابطه تابع وارون یک تابع یک برای به  f (x)=   در صورت امکانx   را برحسبy کنیم، سپس  محاسبه می

x  ،fبه  yبا تبدیل  (x)−1  آوریم.دست می را به 
 

5 

1 

 مصحّح شو: 
 با توجه به شکل مقابل، داریم: 

 

 

 

)
T T

T T ( /, b b
b


+ =  =  =  =  =  = 

3 2 1 1
6 6

2
04 4

2 2
25

2
 

6 x

y

6
1

5

T−2
T

x

y

واحد به سمت راست1
x

y y (x )= − 31y x= 3

1
واحد به سمت بالا4

x

y y (x )= − +31 4

1

4



 

4 
 

 است، پس:  1و کمترین مقدار آن برابر  5از طرفی، بیشترین مقدار تابع برابر 

( )
)

max a c
c c

c
( /

min a

+
 =  + =

⎯⎯→ =  =
=  − + =

5
0

5
2 3

1 1
256 

(25/0    )c
a

a c a a
a

=
=

+ = ⎯⎯⎯→ + =  =  
= −

¡¡

¡¡ù

3 2
5 3 5 2

2
 

)cosدانیم که  می :1توجه   ) cos− =   است، بنابراین علامتb  .تأثیری در ضابطه تابع ندارد 

aمثبت است. لذا فقط    aاست )در شروع از صفر نزولی است( بنابراین ضریب   cosxنمودار داده شده شبیه خود  :2توجه   = 2 

 قابل قبول است.  

(                                                                 در نتیجه ضابطه تابع برابر است با: 

x
f (x) cos( )

x
f (x) cos

( /

( )


= +



 = − +


2
2

2 3

0

2

25
3

 

   نکات طلایی  

y a sin(bx d) c= + +y a cos(bx d) c= + +  داریم: و  در توابع مثلثاتی 

max min
a

max a c

min a c max min
c

−
= = + 

 
 = − + + =



2

2

 

T
x b

 
=  =

KÄoò

2  دوره تناوب2

 y a tan(bx) c= + T                                                       دوره تناوب برابر است با:در تابع مثلثاتی T
x b

 
=  =

KÄoò

            

 

0.5 

 مصحّح شو: 
sinبا توجه به رابطۀ  x sin xcosx=2  داریم:  2

sin x sin x

A )sin x cos x cos x sin x cos x ( sin x) sin x ( /= = = =

1 1
2 4

2 2

1 1 1 1
2 2 2 4 4

2 4
0

2
25

2
 

x /
)A sin x A sin ( // ) sin (

= 
= ⎯⎯⎯⎯→ =  =  =  =

11 251 1 1 1 2 2
4 4 11 25 45

8
0

4 4 4 4 2
25 

 های دو برابر کمان روابط مثلثاتی زاویه  

sin sin cos =  2 2 

7 

 ترین مقدار: بیشیا  sinضریب مقدار ثابت

 ترین مقدار: کمیا  sinضریب مقدار ثابت



 

5 
 

cos cos sin (cos sin )(cos sin )

cos
cos cos cos

cos
cos sin sin


  =  −  =  −   + 


+ 
 =  − ⎯⎯⎯→  =


 − 

 = −  ⎯⎯⎯→  =


2 2

2 2

2 2

2

1 2
2 2 1

2

1 2
2 1 2

2

¾\ ÃTº

¾\ ÃTº

 

1.25 

 مصحّح شو: 

( / )

cos x sin x ( sin x) sin x

sin x sin x ( sin x )(sin x )

− + =  − − + =

 + − =  − + =

0

2

25

2

2 3 1 0 1 2 3 1 0

2 3 2 0 2 1 2 0
 

( / )

sin x sin x si

(

/

n x sin x sin

x k ; k

x k

(

; )k k

)

/


− =  =  =  =


= + 

 
  = + − = + 



0 25

2

0 2

1
1 0 2 1

2 6

2
6

5
2

5

0 2
6 6

52

 

sinقق غ (25/0) x
sin x sin x

−  
+ =  = − ⎯⎯⎯⎯⎯→

1 12 0 2 

sinf(x)فرم   مثلثاتی به معادلات  sing(x)= 

f (x) k g(x)
sin f (x) sin g(x)

f (x) k g(x)

= +
=  

= +−

2

2 
 های خاص معادلات سینوسیحالت
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1.75 

 مصحّح شو: 

x

x x
lim

x→

−
=

−

2

38

8 0
02

 )الف

)برای رفع ابهام از حد فوق، صورت و مخرج آن را در قسمت چاق عبارت  x )−3  کنیم: ، ضرب می2

x

( /

x

)( / )

x x x x x(x )( x x )
lim lim

(x )x x x→ →

− + + − + +
 =

−− + +
0 250

3 32 2 23 3

3 3 2 38 8

25

8 2 4 8 2 4
82 2 4

 

x
lim x( x x ) )( ) ( ) ( /
→

= + + = + + = + + =  =
3 2 3 3 3

8
2 4 8 64 2 8 4 8 4 4 4 8 2 9 01 256 

9 

 معادله  جواب کلی 
x k=  sin x = 0 

x k


=  +2
2

 sin x =1 

x k


=  −2
2

 sin x = −1 

 



 

6 
 

 

x ( )

x
lim

cos x −→ −
3
2

 )ب

xزمانی که   ( )−


→ −
3
2

 در ناحیه اول مثلثاتی قرار دارد، پس:  xکند، انتهای کمان میل می 

 

x ( )

)

( )
x

x ( ) : cos x , lim
co x

( /
s

−

− +

+ + −→ −

 
−  − → − → = = = −

3
2

3
3 520
2

0
0

5
0

 

x

x x
lim

x→−

+

+

2

2
2 1

3
 ج)

x

( / )

x x
( / )

x xx x x
lim lim lim

x x x→− →− →−

++ −
= = = −

+ +

0

2 2

2

2 2 2

5

2 12 1 2
2

3 3
0 25 

xتوجه داشته باشید زمانی که  → − کند، داریم:  میل میx x= − 

 یادگیری بیشتر:  

در محاسبۀ 
x a

f (x)
lim

g(x)→
نامتناهی ، اگر حد تابع صورت کسر عددی مخالف صفر و حد تابع مخرج کسر برابر صفر باشد، در این صورت حاصل حد،  

)+یا(− .خواهد بود 

 باید به علامت صورت و علامت مخرج کسر توجه کنیم:  برای تعیین علامت   توجه:

 

 

n n

m mx

ax bx ...
lim ; (m,n )

a x b x ...

−

−→

+ +


 + +

1

1
+− کند که در این میل می یا  ، حد عبارت صورت و مخرج کسر به سمت در محاسبۀ 




برای رفع ابهام از آن در صورت و مخرج کسر، جمله با بیشترین توان را نگه داشته و مابقی جملات را  د.مواجه خواهیم بو صورت با حالت مبهم 

 کنیم: کنیم، سپس با توجه به جدول زیر حاصل حد را محاسبه میحذف می

 

 

 

 

 
 

1 

 مصحّح شو: 

( )( )
x x

x x

f (x) f (x)f (x)
l

)

im lim
(x )(x )x

f (x) f (x)
lim li ( /m

x x

→ →

→ →

− +−
=  =

− +−

− +
 =

− +

2

22 2

2 2

3 39
12 12

2 24

3 3
12 0

2
25

2

 10 


0

( )−


−
3
2

+

−
= − 

0

jkø

 
−

+
= − 

0

jkø

 
−

−
= + 

0

jkø

 
+

+
= + 

0

jkø

 

 

 حاصل حد  نوع 
n

mx

ax
lim

a x→ 
 

 n−یا+ درجه عبارت صورت از درجه عبارت مخرج بیشتر باشد.  m 

a عبارت مخرج برابر باشد. درجه عبارت صورت با درجه 

a
 

n m= 

n صفر  درجه عبارت صورت از درجه عبارت مخرج کمتر  باشد. m 
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fداده شده،   نموداربا توجه به  ( ) =2  است، پس:  3

( / )

x

f (x) f ( ) f ( )
l )im f ( ) f ( ) ( /

x→

− +
  =  =  =

− +

0 25

2

2 2 3 6
12 2 12 2 8

2 2 2 4
0 25 

xدر نقطۀ   fدانیم که شیب خط مماس بر منحنی می = f، با  2 ( )  پس: ، برابر است 2

( /

d

)

f ( ) m
y y m(x x ) y (x ) y x

( , ) d

 = =
 − = −  − = −  = −


0

25

0

0

2 8
3 8 2 8 13

2 3
 

 یادگیری بیشتر  

yشیب خط مماس بر نمودار تابع  f (x)=   درx a=    همانf (a)    است. مختصات نقطۀ تماس هم در تابع و هم در معادلۀ خط مماس صدق
 کند. می

 

 

 

 
 

1 

 مصحّح شو: 

 f (x) x x= −2 

         بررسی شرط پیوستگی:
x x

lim f (x) lim f (x) f ( )
+ −→ →

= = =
2 2

2 0 

xدر  fتابع  =  ( 25/0)پیوسته است. 2

 پذیری:بررسی مشتق 

   
 

x x x x

x x (x ) xf (x) f ( )
f ( ) lim l )im lim lim x

x x x
( /

+ + + +

+
+

→ → → →

− −−   = = = = = =
 − − −2 2 2 2

2 2
2 02 2

2 2 2
25

2
 

   

 

x x x

x

x x (x ) xf (x) f ( )
f ( ) lim lim li

)

m
x x x

lim x ( /

− − −

−

−
→ → →

−

→

− − −−
 = = =

− − −

 = − = − = −
 

2 2 2

2

2 22
2

2 2

1 0

2

252

 

fچون که  ( ) f ( )+ − 2 xدر  fاست، بنابراین تابع 2 =  (25/0)ناپذیر است. مشتق 2

 یادگیری بیشتر:  

xرا در نقطۀ   fتابع  a=  پذیر گوییم، هرگاه: مشتق 

xدر   fتابع  (1 a=  :پیوسته باشد، یعنی
x a x a

lim f (x) lim f (x) f (a)
+ −→ →

= = 

xدر  fمشتق چپ و مشتق راست تابع   (2 a=  :موجود )متناهی( و با هم برابر باشد، یعنیf (a) f (a)+ − = 
 

11 

1.75 

 مصحّح شو: 

x
f (x)

x
=

+2 3
 )الف

12 

x

y

a

f(a)
y

m
x

h

=

+

y f (x)=
f (a) m =



 

8 
 

( / )

( / )

( )(x ) ( x)(x)x
( )

(x )xf
x x

x x

+ −


++ = =

+ +

0 5

0 2

2

2 22

5

2 2

1 3 2

33

2 2
3 3

 

g(x) x ( x )= + − 33 2 2  )ب5

( )

( )
( / ) ( / )

( / )( / )

g (x) ( x ) ( x ) ( x ) ( x )

g (x) ( x ) ( )( x ) ( x )
x


 = + − + − +

 = − + − +
+

0 25 0 250 250 2

3 3

3 2

5

3 2 2 5 2 5 3 2

3
2 5 3 2 2 5 3 2

2 3 2

 

 گیری: قواعد مشتق  

y f (x) g(x) y f (x)g(x) g (x)f (x)•   =  → = + 

( ) ( ) ( )
( )

n n mn

n mn

f (x) f (x)g(x) g (x)f (x)
y y , (g(x) )

g(x) g (x)

mf (x)
y f (x) y nf (x) f (x) y f (x) y

n f (x)

−

−

 −
= → = 


  =

•

→ = • = → =•

2

1

0

 

 . یعنی دو بار مشتق بگیر مرتبه دوم:مشتق  

f (x) f (x) f (x)•  ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ 

1.25 

 مصحّح شو: 

f (x) x
x

= −
4

3 

( / )

f ( ) f ( )
( / )

( )− − −
= = = =

−

0 25

4 1 11 1 12
4

4
2

1 3
5

3
آهنگ تغییر متوسط در بازۀ   0 ,1 4 

)f (x) ( /
x

 = +
2

3 0 25
4

 

fای برابر است باید معادله  ای آهنگ تغییر متوسط با آهنگ تغییر لحظه برای اینکه بدانیم در چه نقطه (x) =  را حل کنیم:  4

 

)

x ,

( /

( / )x x x
x x


+ =  =  =  =  ⎯⎯⎯→ =

142
2 2

20 5

4 4
3 4 1 4 02 52 2 

 

13 

 مشتق دوم مشتق اول



 

9 
 

 

 شو 20 

در بازۀ   fآهنگ تغییر متوسط تابع   a,b  :برابر است با 
f (b) f (a)

b a

−

−
xدر نقطۀ   fای تابع آهنگ تغییر لحظه و   a=  :برابر است با  f (a) 

1.25 

 مصحّح شو: 

)Aدانیم که نقطۀمی , )2 f، نقطۀ اکسترمم نسبی تابع  1 (x) x ax bx= + +3  است، پس:  2

(

( , ) f

/ )

)

f ( ) a( ) b( ) a b a b

f ( ) f (x) x ax b ( ) a( ) b

( / )

( /a b


=  + + =  + + =  + = −

 =  = + + ⎯⎯⎯⎯→ + + =  + = −

0 2

3 2

202

5

2

2 1 2 2 2 1 8 4 2 1 4 2 7

2 0 3 2 3 2 2 2 0 4

0 25

0 22 51 

(a b a

(
a b

b

/ )

/ )


+ = − = − 

⎯⎯⎯→ 
+ = −  =

4 0 25

0 25

17
2 7

4
4 12

5

 

 یادگیری بیشتر  

yبا فرض اینکه تابع   f (x)=  پذیر باشد، اگر نقطۀ  مشتق(a, b)    نقطۀ اکسترمم نسبی تابعf   صورت: باشد، در این                        
f (a)

f (a) b

 =


=

0
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1.25 

 مصحّح شو: 
محاط   5و ارتفاع    2در داخل مخروطی به شعاع قاعده    hو ارتفاع    rای به شعاع قاعده بینید، استوانه طور که در شکل زیر میهمان

 به کمک تعمیم قضیه تالس ، داریم:  AOBالزاویه شده است. حال در مثلث قائم

( / ) ( / )

AO O C
O C OB

AO OB

h r
r h h r h r ( )*

 
  =

−
 =  = −  = −  = −

0 25 0 25

5 5
5 10 2 2 10 5 5

5 2 2

 

 

)    طرفی، مساحت جانبی استوانه برابر است با: زا )* )S rh S r( r) S r r ( /=  ⎯⎯→ =  −  =  −  25
2 2 5 1 5 00 25

2
 

rدهیم )توجه داشته باشید کهحال از تابع مساحت مشتق گرفته و برابر صفر قرار می 0  است.(2

S (r) r

r r

( / )

( / )

 =  −  =

  =  =

0 20 10 10 0

0

5

1 10 1 0 25
 

 سازیمسائل بهینه  

 آوریم. دست می بهینه شود )مینیمم یا ماکزیمم شود( را به ابتدا رابطه کمیتی که قرار است  (1

 کنیم. می دست آمده را به کمک روابط موجود در مسئله به یک رابطه تک متغیره تبدیل رابطه به  (2

 آوریم. دست می دهیم و ریشۀ مشتق را به دست آمده مشتق گرفته و برابر صفر قرار می از رابطه تک متغیره به  (3

 کنیم. کمک ریشه مشتق، کمیتی که قرار است بهینه شود را پیدا می به  (4

 

15 

 حل دستگاه 

BO

h

2

r C

h−5

h

5
O

A



 

10 
 

1 

 مصحّح شو: 

خروج از مرکز بیضی برابر  روش اول:
4
5

(                                است، پس: 
c

e c
a

( /a= =  =
4

5
0

4
25

5
 

BB b b = =  =2 6 3 

aدانیم که در بیضی رابطۀ  می b c= +2 2  برقرار است، لذا:  2

c a
a

a ( a) a a

( / )

a a

a c
=



= +  = +  =  =

⎯⎯→ = ⎯⎯⎯→ =  =

2 2 2 2 2 2 2

4
0 50 4

4 16 9
3 9 9 25

5 25 25

4
5 5

5
25

 

AA(                 الف( طول قطر کانونی:  ( /a = =  =2 10 02 255 

FF(         ب( فاصله کانونی:  ( /c = =  =2 8 02 254 
 

                                                      روش دوم: 
c kc

BB b b
a a k

( / )
=

=  = =  =
=

44
2 6 3

5 5
0 25 

)
c

a b c k k k /k
a

(
=

= +  = +  =  =  
=

2 2 2 2 2 2 4
25 9 16 9

5
01 259 

A(                                                                                          بنابراین: /A (a = =2 1 0  )الفطول قطر کانونی  :   250

)F (F /c = = 8 0  )ب : فاصله کانونی 252

 یادگیری بیشتر:  

OA OA a AA a

OB OB b BB b

OF OF c FF c

 = = = = 
 

 = = = = 
 

 = = = = 

2

2

2

 

BF BF B F B F a   = = = = 

a( OBFالزاویه )با توجه به مثلث قائم b c= +2 2 2 

a c=  فاصله یک کانون تا دورترین رأس +

a c=  ترین رأس فاصله یک کانون تا نزدیک −
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1.25 

 مصحّح شو: 
)Oنقطۀ  , )−2 :Lرا از خط  Oمرکز این دایره است. فاصله نقطۀ  3 x y− + =3 4 2  آوریم:دست میبه 0

ax by c ( ) ( )
O

)

(
( / )

(

H
a b )

OH /

+ + − − +
= =

+ + −

+ +
= = =

+

0 0

2 2 2 2

3 2 4 3 2

3 4

6 12 2 20
4

59 1

0 25

0 25
6

 

17 

 قطر بزرگ )قطر کانونی(

 کانونی(نا)قطر  کوچکقطر 

y فاصله کانونی

c

b a

F

cc

B ( , b)  −

A ( a, )  − 
A( a, )+ 

a c−a c−

O( , ) 

x

B( , b) +

F

a a

HA

O

R

B L3 3
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=ABدانیم که طول وتر جدا شده برابر می AHاست، پس:  6 HB= = 3 

 داریم:  AOHالزاویه حال به کمک قضیه فیثاغورس در مثلث قائم

( / )

)O (A AH /OH R R R= +  = +  = + =  = =2

5

2 2 2 2 2 2

0 2

3 4 9 16 25 2 0 255 5 

 دهیم: دایره، معادلۀ آن را تشکیل میحال با داشتن مرکز و شعاع 

( / )

O( , )
(x ) (y ) R (x ) (y )

R

−
 − + − =  − + + =

=

2 2

5

2

0

2 2

2

2 3
2 3 25

5
 

 اوضاع نسبی خط و دایره 

. حال با  (OH)کنیم  برای مشخص کردن وضعیت یک خط نسبت به یک دایره قبل از  هر چیز، ابتدا فاصله مرکز دایره از خط موردنظر را پیدا می 
 و اندازۀ شعاع دایره داریم:  OHتوجه به اندازۀ 

 

 

 

 

 

 

 

 خط مماس بر دایره، در نقطۀ تماس، بر شعاع دایره عمود است. 

A(xفاصلۀ نقطۀ   , y )0 axاز خط   0 by c+ +  برابر است با:  0=
ax by c

d

a b

+ +
=

+

0 0

2 2
 

 

1.25 

 مصحّح شو: 

1دانیم که اگر تاسی را به هوا پرتاب کنیم، در می
2
ها عدد ظاهر شده روی تاس عددی اول  حالت  

1و در  
2
 ها عدد ظاهر شده روی تاس، عددی غیراول است، پس: حالت 

 

 

 

 

( / ) ( / )

( / )P(A) ( ) ( ) ( )=  +  = + =  =

0 5 0 5

1 6 1 5 1 6 5 1 11 11
2 8 2 8 2 8 8

0 25
2 8 16

 

 راهنمای مصحح  

 . گیردمی  تعلق نمره  پاسخ، تناسب به آورد،  دستبه   درختی  نمودار روش  به را   صحیح  پاسخ آموزیدانش  اگر 
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  . باشیدموفق  20

 

 
 
 
 

 
 

 

 ، با دایره متقاطع است. خط  ، بر دایره مماس است. خط  کند.، دایره را قطع نمی خط
OH r OH r= OH r 

 

 

 

 
 ، سفید باشد.Aمهره انتخابی از ظرف 

 ، سفید باشد.Bمهره انتخابی از ظرف 
  

 عدد روی تاس، اول باشد

 عدد روی تاس، اول نباشد

H

O

r

H

O

r

سفید  
سیاه 2

A B

سفید 5
سیاه 3

H

O

r



خلاصه کامل و جامع 

برای مرور سریع

خلاصه کامل و جامع 

برای مرور سریع

پایه دوازدهم (تجربی)
ریاضی ٣
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

 یکنوایی توابع:  

 طلایی نکته 
 . نیست درست  آن  برعکس اما است یکبه یک  گاهاکیداً یکنوا )اکیداً صعودی یا اکیداً نزولی( باشد آن  fاگر تابع 

 :1مثال  
 است. یک بهتابعی اکیداً صعودی و یک  3y = x تابع 

 

 : 2مثال  

yتابع   
x

=
 یک است اما اکیداً یکنوا نیست. به تابعی یک 1

 

 طلایی نکته 
 در مورد یکنوایی توابع: 

 
 
 
 

 است.   هم صعودی و هم نزولیتابع ثابت در یک بازه، 

 طلایی نکته 
)  ایاگر در بازه  )f x 0  :باشد 

)( اگر  1 )f x   در یک یا چند نقطه از این بازه برابر با صفر باشد، تابعf  .در این بازه اکیداً صعودی است 

)( اگر  2 )f x   در قسمتی از این بازه برابر با صفر باشد، تابعf  .صعودی است 

 مثال:   

)در تابع   )f x x= )مشتق تابع   3 )f x x = 23 xاست و چون فقط در   0 )مشتق برابر با صفر است، بنابراین تابع  0= )f x  .اکیداً صعودی است 

 طلایی نکته 
)  ایاگر در بازه  )f x 0  :باشد 

)( اگر  1 )f x   در یک یا چند نقطه از این بازه برابر با صفر باشد، تابعf  .در این بازه اکیداً نزولی است 

)( اگر  2 )f x   در قسمتی از این بازه برابر با صفر باشد، تابعf  .نزولی است 
 

 طلایی نکته 

yدر مقایسه توابع   x= yو  3 x=  داریم:  2

)در بازه   yنمودار   :01,( x= yبالاتر از نمودار   2 x=  قرار دارد.  3

)در بازه   ),− yنمودار   :0 x= yبالاتر از نمودار   2 x=  قرار دارد.  3

)در بازه   ),+1:   نمودارy x= yبالاتر از نمودار   3 x=  قرار دارد.  2
 
 
 
 

) صعودی  ) ( )x x f x f x  1 2 1 2 

) نزولی  ) ( )x x f x f x  1 2 1 2 

) اکیداً صعودی  ) ( )x x f x f x  1 2 1 2 

) اکیداً نزولی  ) ( )x x f x f x  1 2 1 2 
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

  بدانید!های تبدیل و انتقال نمودارها خواص و ویژگی باید در موردهر آنچه  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 طلایی نکته 
)در فرایند رسم تابع   )y af bx c d= + )، از روی تابع   + )f x صورت زیر است: ، ترتیب مراحل به 

 c( تأثیر عدد ثابت  1                                    
 الف( تأثیرات روی دامنه  

)x( تأثیر ضریب 2                                     )b 
 

)f( تأثیر ضریب 1                                     )a 
 ب( تأثیرات روی برد  

 d( تأثیر عدد ثابت  2                                    

 طلایی نکته 
)در تابع   )y af bx c d= +  تابع است.  ۀروی دامن bو  cروی برد تابع و تأثیر   dو  aتأثیر ، +

 :3نکته 
)اگر دامنه تابع   )y f x=   برابر m,n   باشد دامنه تابع( ) ( )g x af bx c d= +  برابر است با:   +

 

( )y f x m x n m x n= ⎯⎯→   ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→   
 
 

mاست.   gکه همان دامنه  xمحاسبه محدوده   bx c n⎯⎯⎯⎯⎯⎯→  +   
 

 

 

 

را  محدوده ورودی 
 کنیم.پیدا می

 دامنه

 ورودی

محدوده   fورودی 
 ثابتی دارد. 

)نمودار جدید   )a,k 0  توضیحات و نحوه رسم 

( )f x a+  نمودار تابعf  را به اندازهa  واحد در راستای محورxکنیمها به سمت چپ منتقل می . 

( )f x a−  نمودار تابعf  را به اندازهa  واحد در راستای محورxکنیمها به سمت راست منتقل می . 

( )f x a+  نمودار تابعf  را به اندازهa  واحد در راستای محورyکنیمها به سمت بالا منتقل می . 

( )f x a−  نمودار تابعf  را به اندازهa  واحد در راستای محورyکنیمها به سمت پایین منتقل می . 

( )f x−  نمودار تابعf  را نسبت به محورyکنیمها قرینه می . 

( )f x−  نمودار تابعf  را نسبت به محورxکنیمها قرینه می . 

( )f x−  (مبدأ به نسبت قرینه)  کنیمها قرینه میyها و سپس نسبت به محور xرا ابتدا نسبت به محور  fنمودار تابع  −

( )f kx 
k 1  نمودار تابعf  را در راستای محورx ها با ضریب

k

1
 .کنیممنقبض )فشرده( می 

k 0 ها با ضریب xرا در راستای محور  fنمودار تابع  1
k

1
 .کنیممنبسط )کشیده( می 

( )kf x 
k 1  نمودار تابعf  را در راستای محورy ها با ضریبk کنیممنبسط )کشیده( می. 

k 0  .کنیممنقبض )فشرده( می kها با ضریب yرا در راستای محور  fنمودار تابع  1

( )f x   ابتدا نمودار تابعf محور  زیر  چهرا رسم کرده و سپس هر آن  x  ها قرار دارد را نسبت به محورxکنیم ها قرینه می  . 

( )f x 
ها قرار دارد را حذف کرده و به جای آن y  محور  چپ  سمممت  چهرا رسممم کرده و سممپس هر آن fابتدا نمودار تابع  

 . کنیمها قرینه میyها را نسبت به محور yنمودار سمت راست محور 

( )y f x= 
)ابتمدا نمودار   )y f x= محور  زیر  چهرا رسمممم کرده و سمممپس هر آن  xالای  ب   ها قرار دارد را حذف کرده و نمودار

 . کنیمها قرینه میxها را نسبت به محور xمحور
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

 مثال:  

تابع   ۀاگر دامن 
x

y f
 

= − + 
 

2 4 3
2

]برابر    , )−2 )تابع   ۀ باشد، دامن 6 ) ( )g x f x= − +3 2  دست آورید.  را به  1

: x−  2  دامنه   6
 کنیم:  را محاسبه می  fورودی  ۀمحدود 

x x x −  +  −  −   −  −   −5 2 1 1 6 2 2 3 1 xورودی 1− x
f−    −  −  −  − 1 3 5 4 1 5

2 2
 

gD [ , ) = − −3 1 

 طلایی نکته 
 n n x n x n    +  =1 

   

   

x n x n x n x n

x n x n x n x n

   +   

      +

1

1
 

 مثال:   
 

 

x x

x x

 −   −

  

2 2

4 4
 

 x x  4 5 

 

 

x x

x x

−     

−    −  

1 3 0 4

1 3 1 3
 

 طلایی نکته  
)تابع    )f x ax b=  است.   bو عرض از مبدأ   a، تابعی خطی با شیب   +

 

B A

B A

y y

x x

−
=

−
                                                                    dشیب خط

 : تابع وارون  

( ) ( )f a b f b a−=  =1 

 مثال:  

)در تابع    )f x x= + )، حاصل  3 )f −1  دست آورید.  را به  3

)کنیم که  فرض می  )f − = 1 )صورت به جای حل این معادله، معادله  باشد در این  3 )f  =  کنیم، پس:  را حل می 3

( )f  =   + =   + =   =3 3 3 3 9 6 

)پس  )f − =1 3  است.   6

 طلایی نکته 
)، در معادله  fیک مانند بهدست آوردن ضابطه تابع وارون یک تابع یک برای به   )y f x=   در صورت امکانx   را برحسبy  کنیم سپس با تبدیل  محاسبه میy 

)، xبه   )f x−1  آوریم.  دست می را به 

 مثال:  

)ضابطه وارون تابع    )
x

f x
− +

=
8 3

2
 دست آورید:  را به  

( )
x x

f x y

y
y x y x x

− + − +
=  =

−
 = − +  − = −  =

−

8 3 8 3
2 2

2 3
2 8 3 2 3 8

8

 

( ) ( )
x yy x

f y f x
− −− −

 = ⎯⎯⎯→ =
− −

1 12 3 2 3
8 8
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

 طلایی نکته 
، تابع همانی است به عبارت دیگر باید ثابت کنیم  gو  fوارون یکدیگرند، باید ثابت کنیم که ترکیب دو تابع   gو  fپذیر  که نشان دهیم دو تابع وارون برای این  

 که:  

( )( )

( )( )

fog x x

gof x x

=


=

 

 مثال:  

)نشان دهید که توابع    )f x x= −3 )و  4 )
x

g x
+

=
4

3
 وارون یکدیگرند.   

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )

( )

g

f

x
fog x f g x g x x x D

f x x
gof x g f x x x D

+ 
= = − = − =  

 

+ − +
= = = = 

4
3 4 3 4

3

4 3 4 4

3 3

 

 وارون یکدیگرند.  gو  fبنابراین دو تابع  

 ترکیب توابع: 

)را ترکیب   fogدو تابع باشند،   gو  fاگر    )( )f g x در  یعنی گوییم،می  ( )f x   به جایx ها، تابع( )g x  ترتیب همین به. کنیمرا جایگذاری می  : 

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

gof x g f x

fof x f f x

=

=
 

 مثال:   

)اگر   )f x x= −2 )و  2 )g x x= +2 )تابع   ۀباشند، ضابط 1 )( )gof x  دست آورید.  را به 

( )( ) ( )( )gof x g f x=  پس در تابع ،( )g x   به جایx ها، تابع( )f x x= −2  کنیم.  را جایگذاری و ساده می  2

( )( ) ( ) ( )g f x f x x x= + = − + = −2 22 1 2 2 1 2 3 

 طلایی نکته 

( ) 

( ) 

fog g f

gof f g

D x D | g x D

D x D | f x D

=  

=  

 

 مثال:   

)اگر   )f x x= )و  1− )g x x= −22  دست آورید.  را با استفاده از تعریف به  fogباشد، دامنه تابع   1

( )   
f

fog g f
g

D [ , )
D x D | g x D x | x [ , )

D

= +
 =   =  −  +

=

2
1

2 1 1 

 

 : معادلات مثلثاتی 

)معادلات مثلثاتی به فرم   ) ( )sin f x sin g x=  : 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

f x k g x
sin f x sin g x

f x k g x

=  +
=  

=  +  −

2

2
 

 های خاص معادلات سینوسی: حالت 

 
 
 
 
 
 
 

 معادله  جواب کلی 

x k=  sin x = 0 

x k


=  +2
2

 sin x =1 

x k


=  −2
2

 sin x = −1 

 

fogD ( , ] [ , ) = − − +1 1
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

 مثال:   
sinمعادله مثلثاتی   x sin x=2  .را حل کنید 

x k , k
x k x

k
x k x x , k

=  
=  + 

   
=  +  − = +  



2
2 2

2
2 2

3 3

 

 مثال:   
cosمعادله مثلثاتی   sin −  + =2 1  های کلی آن را بنویسید.  را حل کرده و جواب  1

cosدانیم که  می sin = − 22 1  است، پس:   2

( )sin sin sin sin−  −  + =   +  − =2 21 2 1 1 2 1 0 

              

sin k , k

k , k

sin sin sin

k , k


 = −   =  − 


 

⎯⎯⎯⎯→  =  +     =   =    =  +  − 


1 2
2

2
1 6
2 6

2
6

 

 مثال:   

sinمعادله مثلثاتی   x cos x =
3

4
 را حل کنید.   

sinضرب کرده و سپس به کمک رابطه   2ابتدا طرفین معادله را در   x sin x cos x=2  داریم:   2

sin x cos x sin x sin x sin


=  =  =
3 3

2 2
2 2 3

 

x k x k , k

x k x k , k

  
=  + =  +   

  
  =  +  − =  + 

  

2 2
3 6

2 2
3 3

 

 طلایی نکته 
)معادلات مثلثاتی به فرم    ) ( )cosf x cosg x= : 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

f x k g x
cos f x cosg x

f x k g x

=  +
=  

=  −

2

2
 

 های خاص معادلات کسینوسی:  حالت 
 
 
 
 
 
 

 مثال:   
)معادله مثلثاتی   )cos x cos x − =2 9  را حل کنید.   5

cos x
cos x

x k , kcos x cos x
cos x cos x cos

x k , k

−   = ⎯⎯⎯⎯⎯→

  =  + − − = ⎯⎯⎯⎯→   

= −  =  
  =  −  

1 1

2

5

2
22 9 5 0 1 2 3

2 3 2
2

3

  

¾²jI • ¶ ®e

   ¡ ¡ ù

 

 

 

 حل معادله 

 معادله  جواب کلی 

x k


=  +
2

 cos x =0 

x k= 2 cosx =1 

( )x k= + 2 1 cosx = −1 
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

 های دو برابر کمان:  روابط مثلثاتی زاویه 
sin sin cos =  2 2 

( )( )

         

         

cos cos sin cos sin cos sin

cos
cos cos cos

cos
cos sin sin


  =  −  =  −   + 


+ 
 =  − ⎯⎯⎯→  =


 − 

 = −  ⎯⎯⎯→  =


2 2

2 2

2 2

2

1 2
2 2 1

2

1 2
2 1 2

2 

 مثال:  
sinمقدار عددی   15   .را محاسبه کنید 

cos cos
sin sin

−  − 
 =   = 2 1 2 1 2

2 2
 

sinدانیم  می 15  :مثبت است پس 

cos
sin

−
−  − −

 = = = =

3
11 30 2 3 2 3215

2 2 4 2
 

sinبه عنوان تمرین   / 22  دست بیارین! رو خودتون به  5

 مثال:  
cosمقدار عددی    / 22  را محاسبه کنید.   5

cos cos
cos cos

+  + 
 =   = 2 1 2 1 2

2 2
 

cosدانیم  می / 22  مثبت است پس:  5

cos
cos /

+
+  + +

 = = = =

2
11 45 2 2 2 2222 5

2 2 4 2
 

sin x cos x

sin x tan x

tan x




= 


+
2

2

2 2

1

 

cos x sin x cos x sin x

cos x cos x cos x

cos x
sin x cos x sin x

tan x

tan x

 − = −

 −  + =


=  −  − =

 −

 +

2 2 4 4

2 2

2 2

2

2

2 1 1 2 2

2 1 2 1 2 2

1

1

 

tan x
tan x

tan x
=

− 2
2

2
1

 

 دوره تناوب توابع: 

 تناوب توابع زیر را به خاطر بسپارید: دوره 

T
b

T
b


=


 

 =



2

 
( )

( )

n

n

y a sin bx c d

y a cos bx c d

= + +

= + +

 

T
b


⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = 

( )

( )

n

n

y a tan bx c d

y a cot bx c d

= + +

= + +

 

 

 نتیجه 

 نتیجه 

 فرد باشد 

 زوج باشد 

n  چه زوج باشد 

 و چه فرد 
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

T
b


 = 

( )

( )

y a sin bx c

y a cos bx c

= +

= +
 

 مثال:  

y sin x T


=  = = 
2

2
2

 

y cos x T


=  =2 4
4

 

y sin x T


=  =5 3
3

 

y sin x cos x y sin x T
 

=  =  = =
2

2 2 2 4
4 2

 

 طلایی نکته 
)در توابع مثلثاتی   :1نکته  )y a sin bx d c= + )و  + )y a cos bx d c= +  ، داریم:  +

 
max a c = |مقدار ثابت   + |:یا  sinضریب + cos مقدار ترین بیش 

                                                                                                                                         
min a c = − |مقدار ثابت   + :  یا sinضریب + | cos−ترین مقدار کم 

T
x b

 
=  =

        

2 2
 دوره تناوب 

)در تابع مثلثاتی  :  2نکته  )y a tan bx c= T          دوره تناوب برابر است با:   + T
x b

 
=  =    

       
 

 مثال:  
 دست آورید:  دوره تناوب و مقادیر ماکزیمم و مینیمم توابع زیر را به  

T
b

y cos x max a c

min a c

 
= = = 




= −  +  = + = − + = + =


= − + = − − + = − + = −



2 2
1

2

3 2 1 3 1 3 1 4

3 1 3 1 2

ð  

T
b

y cos x max a c

min a c

 
= = = 





= −  = + = − + = +


= − + = − − + = − +




2 2
4

2

3 1 3 1 3
2

1 3 1 3

ð  

T
b

y sin x max a c

min a c

 
= = = 

 −


  
= − −  = + = − + = + = 

  
= − + = − − + = − + = −





2 2
6

3

1 2 2 1 2 1 3
3

2 1 2 1 1

ð  

max min
a

max min
c

−
=

 
+ =



2

2

 

 ضریب 

 ضریب
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

 مثال:  
)معادله یک تابع سینوسی   )y a sin bx c= را بنویسید که برد آن   + ,−4  است.   2و دوره تناوب اصلی آن   4

 است پس:  2دانیم که دوره تناوب اصلی تابع برابر  می

T b b
b

 
= =  = =   = 

2 2
2

2
 

از طرفی نیز برد تابع برابر   ,−4  است یعنی:   4

( ) a cmax a c a c
c c a a

min a c a c

+ =+ = + =  + = 
 ⎯⎯⎯→ =  = ⎯⎯⎯⎯→ =  =  

= − + = − − + = −  

44 4
2 0 0 4 4

4 4
 

 حال: 

( )

( )

( )

( )

( )

y sin x
a

y sin x
b y sin x

y sin x
c

y sin x

= 
= 

= − − 
=   =    

= − 
= 

= − 

4
4

4
4

4
0

4

 

 : رفع ابهام  

در محاسبه   
( )

( )x a

f x
lim

g x→
xدر   gو  fدو تابع   اگر حد هر  a=   برابر صفر باشد به حالت مبهم

0
0

خواهیم رسید و باید آن حد را به کمک عواملی نظیر اتحادها،  

 گویا کردن و ... رفع ابهام کنیم.  
های رادیکالی است که برای رفع ابهام از آن ابتدا باید صورت و مخرج کسر را در  دو( شامل عبارت   در نوعی از سؤالات این حالت، صورت یا مخرج کسر )و یا گاهی هر

را از صورت و مخرج کسر    عبارت رادیکالی مناسب ضرب کنیم تا بتوانیم با استفاده از اتحاد مزدوج )و یا گاهی چاق و لاغر( عامل صفر کننده را شناسایی کرده و آن
 حذف کنیم.  

 یادآوری:   

( )( )

( )

a b a b a b

a b a ab b a b

 + − = −



   + =  
 

3 32 23 3 3

 

 مثال:  
 حد توابع زیر را در صورت وجود محاسبه کنید.  

x

x
lim

x→

−
=

− +

2

3

9 0
02 1

 (1 

( )( )

( ) ( )

( )( )
( )x x x

x x x xx
lim lim lim

x

x

x x x
→ → →

− + + − + +−
= =

+ +

+ − +−


+++ −

2 22

223 3 3

9 2 1 9 2 19
4 1

2 1

2 221 1 1
 

( ) ( )

x

x x
lim
→

+ −
=

3

3 3 ( )
( )

x

x

+ +

− −

2 1

3
( )( )( )

x
lim x x
→

= − + + + = −  = −
3

3 2 1 6 4 24

( )

x x

xx x
lim lim

x x→ →

−− +
=

− +

2

23 3

35 6

2 7 3

( )

( )

x

x

−

−

2

3 ( ) x

x
lim

xx →

−
= =

−− 3

2 1
2 1 52 1

 (2 

x

x
lim

x x→−

+
=

+ +

3

21

1 0
03 2

 (3 

x x

xx x
l m

x
im l

x x

i

xx→− →−+

+ +
=

+ +

− +


−

3 2 3

1 3 2 3

3

2 1

1 1

13 2

1

( )x +1 ( )x x x
 

+ − + 
 

3 2 32 1
 

( ) ( )x
lim

x x x→−
= = =

 
+ − + 

 

3 21 3

1 1 1
1 3 32 1
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

 طلایی نکته 

در محاسبه  
( )

( )x a

f x
lim

g x→
  ( −یا +صورت حاصل حد، نامتناهی)اگر حد تابع صورت کسر عددی مخالف صفر و حد تابع مخرج کسر برابر صفر باشد در این  

 خواهد بود.  

 توجه:   
 باید به علامت صورت و علامت مخرج کسر توجه کنیم.   برای تعیین علامت  

 
 
 

 مثال:  
 حدود زیر را محاسبه کنید.  

x

x
) lim

x− − −→


= = = −

− −5

2 2 5 10
1

5 5 5 0
  

( ) ( )x

x
) lim

x
+

→−

 
− + 

+ − + − 
= = = = −

+ − +  
− +  

  

2 2 21
2

1
4 1

4 1 2 1 12
2

02 1 1 11
2 1

2
 

 

x
) lim

cos x+ − +→
= = = +

− −0

1 1 1
3

1 1 1 0
  

 

 توجه:   
 صحیح را تعیین مقدار و قدرمطلق را تعیین علامت کنیم.  کنیم، باید جزء صحیح و یا قدرمطلق برخورد میوقتی به جزء

 
x

x
lim

sin x−

−

− −→

 
− 

= = = +
0

0 1

0 0
1) 

 

 
x

x
lim

x−

−

− − −→

  −− − − 
= = = = +

− −3

3 33 2 3 1
3 3 3 0 0

2) 
 

x
lim

x +→
= = = +

− −3

2 2 2
3 3 3 0

3) 
 

 

x

x
lim

x + 
→ − 

 

 
−  − 

= = = −
+  

− + 
 

1
3

1
13

3 1 1 03 1
3

4

  

) 
 

)در محاسبه   )
n n

m mx

ax bx
lim ; m,n

a x b x

−

−→

+ +


 + +

1

1

 
  حد عبارت صورت و مخرج کسر به سمت

+
 یا 

−
 

  صورت با حالت مبهمکند که در این میل می 





کنیم، سپس با توجه به ترین توان را نگه داشته و مابقی جملات را حذف می مواجه خواهیم بود که برای رفع ابهام از آن در صورت و مخرج کسر، جمله با بیش  

 کنیم: جدول زیر حاصل حد را محاسبه می 
 
 
 
 
 

 حاصل حد  نوع
 −یا  + تر باشد. درجه عبارت صورت از درجه عبارت مخرج بیش

a درجه عبارت صورت با درجه عبارت مخرج برابر باشد. 

a
 

 صفر  تر باشد. درجه عبارت صورت از درجه عبارت مخرج کم
 

+

−
= −

jkø

0
 

−

+
= −

jkø

0
 

−

−
= +

jkø

0
 

+

+
= +

jkø

0
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

 مثال:  
 حد توابع زیر را در صورت وجود محاسبه کنید.   

x x

x x x
lim lim

x x x→+ →+

− +
• = = =

− −

3 3

3 2 3
2 5 1 2 2 1

6 36 11 3 6

( ) ( ) ( )
x x x

x x x
lim lim lim x

x x→− →− →−

− + −
• = = − = − − = − + = −

+

7 2 7
44

3 3
4 5 4

2 2 2
2 9 2

 

 مشتق:  

)مشتق تابع    )f x   درx a= : 

( )
( ) ( )

x a

f x f a
f a lim

x a→

−
 =

−
 

xبا انتخاب   a h−  داریم:  =

( )
( ) ( )

h

f a h f a
f a lim

h→

+ −
 =

0
 

 :1مثال  

)اگر    )f x x= − 21 )باشد،   2 )f   دست آورید.  را با استفاده از تعریف مشتق به  1−

( )
( ) ( ) ( )( )

x x x

f x f x xx
f lim lim lim

x x x→− →− →−

− − − +− +
 − = = = =

+ + +

2

1 1 1

1 2 1 11 2 1
1 4

1 1 1
 

 : 2مثال 
)با استفاده از تعریف، مشتق تابع    )f x x= x  ۀرا در نقط 1+  محاسبه کنید.   1=

( )
( ) ( ) ( )

( )( )

x x x

x

xf x f x x
f lim lim lim

x x x x

x
lim

x x

→ → →

→

+ −− − +
 = = = 

− − − +

−
= =

− +

1 1 1

1

1 21 1 1
1

1 1 1 1

1 1
21 1

 

 : 3مثال 
)تعریف مشتق، مشتق تابع  با استفاده از   )f x x= xای به طول  را در نقطه  1− =  دست آورید.  به 5

( )
( ) ( )

( )( )

x x

x x

f x f x x
f lim lim

x x x

x
lim lim

xx x

→ →

→ →

− − − − +
 = = 

− − − +

−
= = =

− +− − +

5 5

5 5

5 1 2 1 2
5

5 5 1 2

5 1 1
41 25 1 2

 

 طلایی نکته 
)شیب خط مماس بر نمودار تابع    )y f x=   درx a=  همان( )f a کند.  است. مختصات نقطۀ تماس هم در تابع و هم در معادلۀ خط مماس صدق می 

 
 
 
 
 
 

 

 مثال:   

)خط مماس بر نمودار تابع   ۀبا استفاده از تعریف مشتق، معادل )f x x x= + +2 2 xای به طول را در نقطه 3  دست آورید.  به  1=

( ) ( ) ( )( )

( )

x x x

f x f x xx x
m lim lim lim

x x x

y x y x

→ → →

− − ++ −
= = = =

− − −

− = −  = +

2

1 1 1

1 1 32 3
4

1 1 1

6 4 1 4 2

 



 

11 
 

دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

  گیری:قواعد مشتق  

y c , c y• =  ⎯⎯→ =0   

y ax b y a• = + ⎯⎯→ =  

( ) ( )y kf x y kf x • = ⎯⎯→ =  

n m

n n m

m
y x y

n x −
• = ⎯⎯→ = 

( ) ( ) ( ) ( )y f x g x y f x g x  • =  ⎯⎯→ =    
f (x) g(x) f (x)g(x) g (x)f (x) •  = +   

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( )

f x f x g x g x f x
y y , g x

g x g x

 −
• = ⎯⎯→ = 

2
0   

( )( ) ( ) ( )( )
n n

y f x y nf x f x
−

 • = ⎯⎯→ =
1

   

( )( )
( )

( )( )

mn

n mn

mf x
y f x y

n f x
−


• = ⎯⎯→ =   

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )y fog x f g x y g x f g x  • = = ⎯⎯→ =   

 مشتق مرتبه دوم: یعنی دو بار مشتق بگیر:   

( ) ( ) ( )
                 

f x f x f x • ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→   

 طلایینکته  
   چندتا مشتق مهم کتاب:  

y x y
x

• = ⎯⎯→ =
1

2
   

y x y

x

• = ⎯⎯→ =3
3 2

1

3
   

y y
x x

−
= ⎯⎯→ =

2
1 1

ð  

 حالا بریم چندتا مثال باهم ببینیم ... 

 مثال:   
 دست آورید. )ساده کردن مشتق الزامی نیست( های زیر را به مشتق تابع 

( )

( )

x x
x x

y y
x x

− −
−

• = ⎯⎯→ =
2

1
9 9 2

9 2 2
   

( ) ( ) ( )y x y x x
x xxx

−   
• = − ⎯⎯→ = − + − −   

  

4 4 3

2
1 1 2 1

2 1 2 1 4 2 1 0
2

   

( )

( )

x x xx x
y y

x x x

     − −
 • = ⎯⎯→ =   

     − − −     

5 4 22 2

2

2 3 1 3
5

3 1 3 1 3 1
 

( )( ) ( ) ( )y x x y x x x
x

 
• = + + ⎯⎯→ = + + + 

+ 

3 3 23
3 2 1 1 3 3 2

2 3 2
  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )y x x y x x x x• = + − ⎯⎯→ = + − + +
3 2 32 2 21 5 1 3 2 1 5 1 5 1  

( ) ( )

( )

x x xx x
y y

x x x

 
− + − − +    − + − +

• = ⎯⎯→ =     
+ +     + 

 

28 7

2 2 22

3 5 2 3 13 1 3 1
8

5 5 5
   

م ودمشتق  مشتق اول  
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

 مثال:   

)  اگر )f x x x x= − −3 25 4 )مقدار  ، 3 )f     دست آورید.را به  1−
( ) ( ) ( )

                    
f x x x x f x x x f x x = − − ⎯⎯⎯⎯→ = − − ⎯⎯⎯⎯→ = −3 2 25 4 3 15 8 3 30 8 

( ) ( )
x

f
=−

⎯⎯⎯→ − = − − = − − = −
1 1 30 1 8 30 8 38 

 مثال:  
)  اگر )f  =1 )و   3 )g =1   مطلوب است محاسبه موارد زیر:  5

( ) ( ) ( ) ( )f g f g  + = + = + =1 1 1 3 5 8 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g f g  + = + = + = + =3 2 1 3 1 2 1 3 3 2 5 9 10 19 
 

 مثال:  

)پذیر باشند و  مشتق  gو fاگر توابع   )f =2 3 ،( )f  =2 5 ،( )g =2 )و  8 )g = −2 )باشد، حاصل   6 ) ( )fg   دست آورید. را به  2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )fg f g g f  = + = + − = − =2 2 2 2 2 5 8 6 3 40 18 22 

 مشتق پذیری: 

 طلایی نکته 
xرا در نقطه   fتابع    a=  پذیر گوییم، هرگاه: مشتق 
xدر   f( تابع  1 a=  :پیوسته باشد، یعنی 

( ) ( ) ( )
x a x a
lim f x lim f x f a

+ −→ →
= = 

xدر   f( مشتق چپ و مشتق راست تابع  2 a=د، یعنی: ن موجود )متناهی( و باهم برابر باش 

( ) ( )f a f a+ − = 

 مثال:   

)پذیری تابع  مشتق  )
x x

f x
x x

 +  −
= 

+  −

2 3 1

2 6 1
xرا در    =  بررسی کنید.   1−

xرا در   fاول پیوستگی تابع   =  کنیم. بررسی می  1−

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

x x

x x

f lim lim x

lim f x lim x

+ +

− −

→ − → −

→ − → −

 − = = + =



= + =


2

1 1

1 1

1 3 4

2 6 4
 

xدر   fتابع   = xپیوسته است حال باید ببینیم که مشتق چپ و راست تابع در   1− =  باهم برابرند یا خیر.  1−

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

f x x f
f f

f x f

+ +
+ −

− −

  = ⎯⎯→ − = −
  −  −

  = ⎯⎯→ − =

2 1 2
1 1

2 1 2
 

xدر   fپس تابع   =  ناپذیر است.  ، پیوسته ولی مشتق 1−
 حالا اگه تو این سؤال از ما ضابطه تابع مشتق رو بخوان چی؟  

( ) ( )
( )x x *x x

f x f x
xx x

   −+  − 
= ⎯⎯→ = 

 −+  −  

2 2 13 1

2 12 6 1
 

xتوی    fآقا! چرا توی قسمت )*( علامت مساوی رو نذاشتیم؟ گفتیم که تابع   = xپذیر نیست پس  مشتق   1− = تونه توی دامنه تابع مشتق حضور داشته  نمی   1−
 باشه. 

 حالا بیاین نمودار تابع مشتق رو هم رسم کنیم:  
 
 
 
 
 

م ودمشتق  مشتق اول  
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

 مثال:   

)پذیری تابع  به کمک تعریف مشتق، مشتق  )f x x= −2 xرا در   4 =  بررسی کنید.   2−

xرو در   fاول از همه باید پیوستگی تابع   = xبررسی کنیم )خودت بررسیش کن(. در مرحله بعد باید برابری مشتق چپ و راست رو توی   2− =  بررسی کنیم:  2−

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )( )

x x x x

x x x x

x xf x f x x
f lim lim lim lim

x x x x

x xf x f x x
f lim lim lim lim

x x x x

+ + + +

− − − −

+
→− →− →− →−

−
→− →− →− →−

 − − − −− − − − +  − = = = = = +
 − − + + +

 − − −− − + −  − = = = = = −
 − − + + +

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

4 0 42 2 2
2 4

2 2 2 2

4 0 42 2 2
2 4

2 2 2 2

 

xدر  fتابع   = )ناپذیر است.  مشتق  2− )f  − 2   موجود نیست( ) ( )f f+ −  −  − 2 2 
 طلایی نکته 

)و  xتابعی برحسب   uاگر    )y f u=  گاهباشد آن : 

( )y u f u  = 
( ) ( ) ( )n ny f u y nf u u f u−  =  = 1 

 مثال:   

( ) ( )y f x x y x f x x
x

 
 = +  = + + 

 

2 21
4 8 4

2
 

( ) ( )( ) ( )y f x y f x x f x =  =3 4 2 4 3 43 3 3 12 3 

 آهنگ تغییر:  

در بازه   fآهنگ تغییر متوسط تابع   a,b   :برابر است با 

( ) ( )f b f a

b a

−

−
 

 مثال:  
)آهنگ تغییر متوسط تابع    )f x x= + xرا وقتی متغیر از   2 =1 xبه   2 =2  دست آورید.  کند به تغییر می 7

( ) ( ) ( ) ( )f x f x f f

x x

− − −
= = = =

− −

2 1

2 1

7 2 9 4 1
7 2 5 5

 fآهنگ تغییر متوسط تابع  

 طلایی نکته 
xدر نقطه   fای تابع  آهنگ تغییر لحظه  a=   :برابر است با( )f a 

 مثال:  

)صورت  معادله حرکت متحرکی به   )f t t t= − +2 برحسب متر در بازه    10 ,0 5  (t  داده شده است. در کدام لحظه سرعت لحظه )ای با سرعت  برحسب ثانیه

متوسط در بازه زمانی   ,0  باهم برابرند؟   5

( ) ( ) ( ) ( )f f− − + −
= = = =

−

5 0 25 5 10 10 20
4

5 0 5 5
سرعت متوسط در بازه   ,0 5 

( )f t t= = −2 xای در لحظه  سرعت لحظه 1 t= 

با سرعت متوسط در بازه   tای در لحظه خواهیم که سرعت لحظه می ,0  باهم برابر باشند، پس:  5

t t t− =  =  =
5

2 1 4 2 5
2
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

 نقاط بحرانی:  

)اگر تابع    )f x   در بازه a,b   تعریف شده باشد، نقاط بحرانی تابعf  :عبارتند از 
 نقاط ابتدا و انتهای بازه  ●

 ها برابر صفر است.  نقاطی که مشتق تابع در آن  ●

 ناپذیر است.  ها مشتق نقاطی که تابع در آن  ●

 مثال:   

)نقاط بحرانی تابع   )f x x= −  دست آورید.  را در صورت وجود به  24
 کنیم: را پیدا می  fابتدا دامنه تابع  

x x x−     −  2 24 0 4 2 2 
xاند پس  دانیم که نقاط ابتدا و انتهای بازه تعریف تابع، جزء نقاط بحرانی می = xو  2 =  اند.  بحرانی  2−

 اند، لذا:  دانیم در نقاطی که مشتق تابع برابر صفر باشد، آن نقاط نیز جزء نقاط بحرانی از طرفی می 

( )
x

f x x x

x

−
 = =  − =  =

− 2

2
0 2 0 0

2 4
 

xعبارتند از:   fبنابراین نقاط بحرانی تابع   =0  ،x = xو   2+ = −2 

 اکسترمم نسبی:  
 کنیم:به روش زیر عمل می  تابع پیوستهبرای پیدا کردن نقاط اکسترمم نسبی یک 

 آوریم.  دست می ( دامنه تابع را به 1
 کنیم.  ( نقاط بحرانی تابع را پیدا می 2
 کنیم.  ( جدول تغییرات را رسم کرده و سپس مشتق تابع را تعیین علامت می 3
 ( حال برای تشخیص ماکزیمم یا مینیمم بودن نقاط بحرانی داریم:  4
fاگر علامت   ●    .در آن نقطه از مثبت به منفی تغییر کند، آن نقطه، نقطه ماکزیمم نسبی است 

fاگر علامت   ●    .در آن نقطه از منفی به مثبت تغییر کند، آن نقطه، نقطه مینیمم نسبی است 

fاگر   ●   توان درباره ماکزیمم و یا مینیمم نسبی بودن آن نقطه اظهارنظر کرد.  در آن نقطه تغییر علامت ندهد، با این روش نمی 

 هر نقطه اکسترمم نسبی، یک نقطه بحرانی است. اما هر نقطه بحرانی لزوماً نقطه اکسترمم نسبی نیست.  توجه: 

 مثال:   

)در تابع   )f x x x x= + − −3 23 9 دست آورید و سپس با رسم جدول تغییرات تابع، نقاط ماکزیمم و مینیمم نسبی آن را در صورت  ، ابتدا نقاط بحرانی تابع را به 10
 وجود مشخص کنید.  

fD = 
)دهیم، یعنی باید معادله  دست آورده و آن را برابر صفر قرار می ، مشتق آن را به fبرای پیدا کردن نقاط بحرانی تابع  )f x  را حل کنیم:   0=

( )
a b c x

f x x x
x

+ + = =
 = + − = ⎯⎯⎯⎯→ 

= −

02 1
3 6 9 0

3
 

xبنابراین   xو  1= =  کنیم:  باشند، حال با رسم جدول تغییرات، مشتق را تعیین علامت می می fنقاط بحرانی تابع  3−
 

x

x

max

min

 = − ⎯⎯→
 

 = ⎯⎯→

3

1

ÂLvº  ­¼ö

ÂLvº  ­¼ö

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

x f A ,
f x x x x

x f B ,

max

min

= − → − =  − →
= + − −  

= → = −  − →

3 2 3 3 17 3 17
3 9 10

1 1 15 1 15

ÂLvº  

ÂLvº  

 

 طلایی نکته 
)که تابع  با فرض این  )y f x=  پذیر باشد، اگر نقطه  مشتق( )a,b  نقطه اکسترمم نسبی تابع ،f  صورت: باشد در این 

          ( )f a =0  

         ( )f a b=   
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

 مثال:   

)اگر نقطه   ),2 )نقطه اکسترمم نسبی تابع   1 )f x x bx d= + +3  دست آورید.  را به  dو  bباشد، مقادیر   2

)چون نقطه   ),2 )است پس اولاً   f، نقطه اکسترمم نسبی تابع  1 )f =2 )و ثانیاً   1 )f  =2  است:   0

( )f b d b d=  + + =  + = −2 1 8 4 1 4 7 

( ) ( )
( )f b d

f f x x bx b b d
 = + =−

 = ⎯⎯→ = + ⎯⎯⎯⎯→ + =  = − ⎯⎯⎯⎯⎯→ =
2 0 4 722 0 3 2 12 4 0 3 5 

 اکسترمم مطلق:  
 کنیم: به روش زیر عمل می  fبرای پیدا کردن نقاط اکسترمم مطلق تابع  

 کنیم.  ( نقاط بحرانی تابع را پیدا می 1
 آوریم. دست می ( مقدار تابع را به ازای نقاط بحرانی به 2
 کنیم.  معرفی می  fترین مقدار را به عنوان مینیمم مطلق تابع  ترین مقدار را به عنوان ماکزیمم مطلق و کم ، بیش 2دست آمده در مرحله ( از بین مقادیر به 3

 توجه:   
 های تابع کمک گرفت.  توان برای تعیین اکسترمم در بعضی از سؤالات، از روش رسم نمودار نیز می 

 مثال:   

)های مطلق تابع  اکسترمم  )f x x x= − +3 3 را در بازه   7 ,−1  در صورت وجود تعیین کنید.   3

را در بازه   fابتدا نقاط بحرانی تابع   ,−1  کنیم:  پیدا می 3

( )f x x x x =  − =  =  = 2 20 3 3 0 1 1 
xپس  = xو  3 = x)نقاط ابتدا و انتهای بازه( و   1−  دست بیاوریم: را به ازای نقاط بحرانی به  fباشند. حال باید مقدار تابع  می  f، نقاط بحرانی تابع  1=

( )

( )

( )

( )

x f

f x x x x f

x f

 = ⎯⎯→ = − + = →



= − +  = − ⎯⎯→ − = − + + =

 = ⎯⎯→ = − + = →


3

1 1 1 3 7 5

3 7 1 1 1 3 7 9

3 3 27 9 7 25

 

 مثال:   

)نمودار تابع   )f x x= −2 را در بازه   1 ,−2  توجه به آن نقاط اکسترمم مطلق و نسبی را تعیین کنید.   رسم کرده و با 3

 توجه به نمودار زیر:   با
 نقطه مینیمم مطلق                              

)نقطه   ),−10 :  
 نقطه مینیمم نسبی                              

)نقطه    نسبی : نقطه ماکزیمم 01,(
 نقطه مینیمم مطلق                             

)نقطه   ),10 : 
 نقطه مینیمم نسبی                              

)نقطه   ),3  : نقطه ماکزیمم مطلق 8

 سازی: حل مسائل بهینه  
 آوریم.  دست می ( ابتدا رابطه کمیتی که قرار است بهینه شود )مینیمم یا ماکزیمم شود( را به 1
 دست آمده را به کمک روابط موجود در مسئله به یک رابطه تک متغیره تبدیل کنیم.  ( رابطه به 2
 آوریم. دست می دهیم و ریشه مشتق را به دست آمده مشتق گرفته و برابر صفر قرار می ( سپس از رابطه تک متغیره به 3
 کنیم.  ( حال به کمک ریشه مشتق، کمیتی که قرار است بهینه شود را پیدا می 4

 minمطلق 

max  مطلق 
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

 مثال:   
 ترین مقدار ممکن گردد.  کم  ضربشانباشد و حاصل   10ها دو عدد حقیقی بیابید که تفاضل آن 

pضرب دو عدد حقیقی است یعنی قرار است  ( کمیتی که قرار است بهینه شود، حاصل 1 xy= ترین باشد.  کم 
yاست یعنی   10دانیم که تفاضل دو عدد حقیقی برابر  ( باتوجه به مسئله می 2 x−  متغیره کنیم: دست آمده در مرحله قبل را تک است حال باید رابطه به  10=

( )
p xy

p x x x x
y x y x

=
 = + = +

− = → = +

210 10
10 10

 

pمتغیره  حال از رابطه تک  x x= +2  آوریم: دست می دهیم و ریشه مشتق را به مشتق گرفته و برابر صفر قرار می  10
y x

p x x y
= +

 =  + =  = − ⎯⎯⎯⎯→ =
100 2 10 0 5 5 

 مثال:  
مترمکعب باشد. ارتفاع قوطی چقدر باشد تا مقدار فلز به کار رفته در تولید آن    27ای شکل در باز بسازیم که گنجایش آن  خواهیم یک قوطی فلزی استوانه می 

 مینیمم شود؟  
دانیم که قوطی در باز است پس فقط برای سطح جانبی قوطی و سطح قاعده آن  ترین مقدار ممکن باشد. از طرفی میخواهیم که فلز لازم برای ساخت قوطی کم می

 ای که قرار است بهینه شود برابر است با:  قرار است که از فلز استفاده کنیم. بنابراین رابطه 

( )S r rh *=  + 2 2 
 

   سطح جانبی        سطح قاعده    
 

 مترمکعب است یعنی: 27دانیم که حجم قوطی برابر  از طرفی طبق اطلاعات مسئله می 

V r h r h=  =   =2 227 27 
rحال باید به کمک   h =2  متغیره تبدیل کرده و از آن مشتق گرفته و نهایتاً برابر صفر قرار دهیم: صورت تک ، رابطه )*( را به 27

S r rh

S(r) r r r
rr h h r

r

 =  + 
   

 =  +  =  +  
=  =  



2

2 2
2 2

2

2
27 54

227
27

 

h
rS (r) r r r h

r

=
 =  − =   =   = ⎯⎯⎯→ =

2

27
3

2
54

2 0 2 54 3 3 

 بیضی: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) AA aOA OA a

OB OB b                                                BB b

OF OF c FF c

 = == = 


 = = = = 
 

 = = = = 

2

2

2

Âº ¼º I¨ o‰¤  ©nqM o‰¤ 

                                         

Âº ¼º I¨ ¾±‚I 

 

BF BF B F B F a   = = = = 

a(   OBFالزاویه  توجه به مثلث قائم  )با b c= +2 2 2 
a c=     فاصله یک کانون تا دورترین رأس+

a c=   ترین رأسفاصله یک کانون تا نزدیک −
 

 

 

 قطر کوچک )قطر ناکانونی( 
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

 خروج از مرکز بیضی:  

c( مقدار  1

a
 دهیم. نمایش می  eنامیم و معمولاً آن را با حرف  را خروج از مرکز بیضی می  

)است.   1  و 0( همواره خروج از مرکز بیضی بین  2 )e 0 1 

c( هرچه نسبت  3
e

a
 شود. تر می خط نزدیک شود و به عبارتی شکل بیضی به پاره تر میتر باشد شکل بیضی کشیده نزدیک  1تر و به  بزرگ =

c( هرچه نسبت  4
e

a
 تر خواهد بود.  تر باشد شکل بیضی به شکل دایره نزدیک تر و به صفر نزدیک کوچک  =

 مثال:   
aاگر در یک بیضی داشته باشیم   = bو  5 =  صورت اندازه فاصله کانونی این بیضی را محاسبه کنید.  ، در این3

a
a b c c c c

b

=
 = +  = +  = − =  = =

=

2 2 2 2 25
25 9 25 9 16 16 4

3
 

 است پس:  c2دانیم که فاصله کانونی برابر  می
FF c = =2 8 

 مثال:  
 دست آورید.  واحد است. فاصله کانونی بیضی را به  6و طول قطر کوچک   8در یک بیضی افقی طول قطر بزرگ   

a a

                 b b

                 = =  =


= =  =

2 8 4

2 6 3
 

a b c c c c= +  = +  =  =2 2 2 2 216 9 7 7 

FF c= = =2 2  فاصله کانونی 7
)حال در این مثال اگر مرکز بیضی افقی با مختصات   ),4  دست آورید.  باشد مختصات دو سر قطر بزرگ و مختصات دو سر قطر کوچک را به  5

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

A a, A , A ,
:

A a, A , A ,

   +  = + =


 −  = − =

4 4 5 8 5

4 4 5 0 5
 مختصات دو سر قطر بزرگ 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

B , b B , B ,
:

B , b B , B ,

  + = + =


    − = − =

4 5 3 4 8

4 5 3 4 2
 مختصات دو سر قطر کوچک 

 مثال:  

4خروج از مرکز یک بیضی افقی  
5

)، مرکز آن  ),− −4  واحد است. مطلوبست محاسبه:   6و طول قطر کوچک این بیضی   1

 الف( طول قطر کانونی و فاصله کانونی 

b b= ⎯⎯→ =2 6 3 

c a bc a b a
e a a

a a a

= − − −
= = ⎯⎯⎯⎯⎯→ =  =  = −

2 2 2 2 2 2
2 2

2
4 4 9 16

16 25 225
5 5 25

 

c
e

a c
a a a c

= =

 =  = =  = ⎯⎯⎯⎯→ =  =

4
2 2 5225 4

9 225 25 5 4
9 5 5

 

a= =2  قطر کانونی =قطر بزرگ10
c= =2  فاصله کانونی 8

 ب( مختصات نقاط دو سر قطر بزرگ بیضی: 

( ): ,
 = −

− −  
 = −

4
4 1

1
 مختصات مرکز بیضی 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

A a, A , A ,

A a, A , A ,

   +  = − + − = −

 −  = − − − = − −

4 5 1 1 1

4 5 1 9 1
 

  

 طول قطرکوچک 

بزرگ طول قطر  

  
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

 دایره:  

)اگر   )O ,    مختصات مرکز یک دایره وr   :شعاع آن دایره باشد معادله استاندارد دایره برابر است با 

( ) ( )x y r−  + − =
2 2 2 

 مثال:   

)صورت  اگر معادله دایره به  )x y+ + =
2 21  باشد مطلوبست:  4

 الف( مختصات مرکز دایره و اندازه شعاع دایره:  

( ) ( ) ( ) ( )x y O ,

r

 = −


+ + − =   =  −


=

2 2 2
1

1 0 2 0 10

2

 

 ها: yها و محور  xب( مختصات نقاط تقاطع دایره با محور 
yها، باید در معادله دایره،  xبرای پیدا کردن مختصات تقاطع دایره با محور    صورت: قرار دهیم که در این  0=

( ) ( )
y x x

x y x
x x

= + = → =
+ + = ⎯⎯⎯→ + =  

+ = − → = −

02 22 1 2 1
1 4 1 4

1 2 3
 

)در نتیجه نقاط   ),−3 )و  0  ها هستند.  xمحل تقاطع دایره با محور   10,(
xها، باید در معادله دایره، yو برای پیدا کردن مختصات تقاطع دایره با محور    را قرار دهیم:   0=

( )
x y

x y y y
y

=
 =

+ + = ⎯⎯⎯→ + =  =  
= −

02 2 2 2 3
1 4 1 4 3

3
 

)پس نقاط   ),0 )و  3 ),−0  ها هستند.  y، محل تقاطع دایره با محور  3
 

 نکته: 

xاگر   y ax by c+ + + + =2 2  معادله گسترده یک دایره باشد، داریم:  0
a b

: O ,
 

− − 
 2 2

 مختصات مرکز دایره 

: r a b c= + −2 21
4

2
 شعاع دایره 

 مثال:   

xصورت  ای به معادله گسترده دایره  y x y+ − + + =2 2 6 2 6  باشد. مرکز و شعاع دایره را بنویسید.  می 0

( )
a b

O , O , O ,
−   

− −  − −  −   
   

6 2
3 1

2 2 2 2
 

( ) ( ) ( )r a b c r= + −  = − + − = + − = =
2 22 21 1 1 1

4 6 2 4 6 36 4 24 16 2
2 2 2 2

 

 صورت استاندارد بنویسید:  در مثال فوق، معادله دایره را به 

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

O ,
x y r x y x y

r

 −
 −  + −  =  − + − − =  − + + =

=

22 2 2 2 223 1
3 1 4 3 1 4

2
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

 اوضاع نسبی خط و دایره:  

)کنیم  برای مشخص کردن وضعیت یک خط نسبت به یک دایره قبل از هر چیز، ابتدا فاصله مرکز دایره از خط موردنظر را پیدا می  )OHحال با 

 و اندازه شعاع دایره، داریم:    OHتوجه به اندازه  
 

 
 یادآوری: 

 خط مماس بر دایره، در نقطه تماس، بر شعاع دایره عمود است.  

A(x فاصله نقطه , y )0 axاز خط  0 by c+ +  برابر است با:  0=

ax by c
d

a b

+ +
=

+

0 0

2 2
   

 مثال:   

xوضعیت خط   y+ xرا نسبت به دایره   1= y x y+ + + − =2 2 2 2 1  مشخص نمایید.   0
 آوریم: دست می ابتدا مختصات مرکز دایره را به 

 

( )
a b

O , O , O ,
   

− −  − −  − −   
   

2 2
1 1

2 2 2 2
 

xحال فاصله مرکز دایره را از خط به معادله   y+ − =1  آوریم: دست می به 0

( ) ( )
OH OH /

− +  − − −
= = =  =

+2 2

1 1 1 1 1 3 3 3 2
2 1

22 21 1
 

 کنیم:  مقایسه می  OHدست آورده و آن را با اندازه  شعاع دایره را به 

( )r a b c /= + − = + − − = = =2 21 1 12 2 3
4 4 4 4 3 1 7

2 2 2 2
 

چون 
3 2

3
2

OHاست پس    r   است در نتیجه خطx y+  کند.  دایره را قطع نمی  1=

 مثال:   
)ای بنویسید که مرکز آن  معادله دایره  ),0 xو بر خط   3 y− =3 4  مماس باشد.   3

 ( شعاع دایره 2( مختصات مرکز دایره 1چیز نیاز داریم: برای نوشتن معادله یک دایره به دو 
xدانیم که خط به معادله  می y− − =3 4 3  بر دایره مماس است در نتیجه فاصله مرکز دایره تا این خط برابر شعاع دایره است پس:   0

( ) ( )

( )
r OH

 −  − −
= = = = = =

+ −
22

3 0 4 3 3 15 15
3

5253 4
                   

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

O ,
x y r x y x y

r


 −  + −  =  − + − =  + − =

=

2 2 2 2 22 2 20 3
0 3 3 3 9

3
 

 شعاع دایره 
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

 مثال:   
)ای، نقطه  مرکز دایره  )O ,−2 xاست. این دایره روی خط   3 y− + =3 4 2  کند. معادله دایره را بنویسید.  جدا می  6وتری به طول   0

 کنیم:  ابتدا شکلی رسم کرده و اطلاعات مسئله را روی آن پیاده می 
xحال فاصله مرکز دایره را از خط   y− + =3 4 2  آوریم: دست می به  0

                            
( ) ( ) ( )

( )

O ,
OH

x y

 −  −  − +
 = = = =

− + = + −
22

2 3 3 2 4 3 2 20 20
4

5253 4 2 0 3 4
 

 

ABنهشت هستند پس  ، همOHBو  OHAدانیم که دو مثلث می
AH BH= = = 3

2
 

 داریم:   OHAالزاویه  حال در مثلث قائم

( ) ( ) ( )OA OH AH OA OA r= +  = + = =  = =
2 2 2 2 24 3 25 5 5 

 در نتیجه معادله دایره موردنظر برابر است با:  

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

O ,
x y r x y x y

r

 −
 −  + −  =  − + − − =  − + + =

=

22 2 2 2 22 22 3
2 3 5 2 3 25

5
                                            

 اوضاع نسبی دو دایره:  

)دو دایره   )C O,r   و( )C O ,r    المرکزین( برابر  کند )خطخطی که مرکزهای دو دایره را به هم وصل میرا در نظر بگیرید؛ اگر اندازه پارهd   ،باشد

 داریم:  

 
dتوجه شود که اگر   =  مرکز خواهند بود.  باشد دو دایره هم  0

)برای تشخیص وضعیت دو دایره   )C O,r   و( )C O ,r  کنیم: ؛ مراحل زیر را طی می 

 آوریم.  دست می( ابتدا مختصات مرکز و اندازه شعاع هر دو دایره را به 1

dالمرکزین دو دایره  ( سپس طول خط 2 OO=آوریم.  دست می را نیز به 

) ( در نهایت3 )r r+   وr r− ها را با اندازه  را نیز محاسبه کرده و آنd OO= کنیم. مقایسه می 
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دوازدهم  ریاضی  
تجربی رشته   

 مثال:  

)ای را بنویسید که مرکز آن  معادله دایره   ),− −1 xو با دایره   1 y x y+ − − =2 2 4 6  مماس درون باشد.   3
 ( شعاع دایره 2مرکز دایره و ( مختصات 1برای نوشتن معادله یک دایره به دو پارامتر احتیاج داریم: 

dدانیم که اگر دو دایره مماس درون باشند  از طرفی می  r r=  است پس:   −

( )

( )

a b
O , O ,

C : x y x y

r a b c

  
 = − −  

 
 + − − − =  


 = + − = + − − = = =



2 2

2 2

2 3
2 2

4 6 3 0
1 1 64 8

4 16 36 4 3 4
2 2 2 2

 

 کنیم: المرکزین دو دایره را نیز محاسبه می خط طولحال 

( )

( )
( ) ( )

O ,
d OO

O ,

− −
= = − − + − − = + = =



2 21 1
1 2 1 3 9 16 25 5

2 3
 

dباید  r r=  باشد، پس:  −

r r
r

r r

− = → =
= −  

− = − → = −

4 5 9
5 4

4 5 1  ¡ ¡ —       

 

rبنابراین شعاع دایره موردنظر برابر   )و مرکز آن   9= )O ,− −1  است:   1

( ) ( ) ( ) ( )x y r x y−  + − =  + + + =
2 2 2 22 1 1 81 
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